CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

Clasa a IX-a

1. Fie a,b,cG(O,g] astfel Tncat a+b+c:§. Demonstrati cd

tga-tgb+tgb-tgc+tgc-tga =1.

Solutie:
T . 1
Avem cd C=——(a+D), GECH 100 = e 2
2 (a:+b) g g(a+b) P
Rezulta ca tgc = G0 e 2p
tga +tgb
Obtinem ca (tga + tgb) -tgc =1-tga-tgh, de unde cerinta problemel ...........ccceevvrivriiiiieiinenene. 3p

2. Inurma unui accident la o fabrica de produse petrochimice, o cantitate de 2 tone de nitrati a fost
deversata intr-un rau din apropiere. Concentratia de nitrati maxim admisa este de 0,05 mg /I, iar
cea masurata in urma accidentului este de 250 mg / |. Masurile luate pentru remedierea situatiei
fac asa incat, in fiecare zi de la contaminare, concentratia de nitrati in zona respectiva sa scada
la jumatate fatd de ziua precedenta.

a) In cate zile concentratia de nitrati scade sub concentratia maxima admisi?

b) Stiind cd 10% din viata activa a zonei moare zilnic din cauza poludrii, aflati ce procent din

populatia initiald mai este in viatd in ziua Tn care concentratia de nitrati reintrad in limite normale.
Marian Pantiruc

Solutie:

. . . o 2
a) Dupa n zile de la accident, concentratia de nitrati este zino MG/ 2p

Se impune conditia zino <0,05 si obtinem n > 13, adica dupa 13 zile concentratia de nitrati scade

SUD Cea MAXIMA AAIMISA .....veiuviivieiviectiei ettt eete et ettt e et aeeateetaeetaeesae s e enseaeenseteesaeessessaesseennens 2p
13
b) Dupa 13 zile, populatia devine (%j din cea Initiald .........occooeiiiiiii e 2p
9 13
Procentul cerut este de (Ej 100D e 1p

3. O functic f:R—R, f(x)=ax?+bx+c, cu ab,ceZ, are
reprezentarea geometricd a graficului ca in figura aldturata.
a) Aratati cd, dacd a- ¢ > 4, atunci |b|>5.
b) Determinati numarul a Tn cazul in care coordonatele punctelor A
A B X

si B sunt A(1, 0), respectiv B(3, 0), iar triunghiul AVB are aria egala
cu 1.

Lucian Dragomir \/
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Profil real, specializarea stiintele naturii

Solutie:

a) Parabola intersecteaza axa Ox in doua puncte distincte, asadar D2 > 48C ovvoeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeenn 2p
Obtinem ca b? >16 si, cum b e Z, rezultd ¢ )25 ..ooouvuvveveueririiiiiiiiimississsisisssssssensneen 1p
b) Avem ca xy, =2 = —23, PrINUIMMAIE D= =48 ...oiiiiiicieiee e e 1p

a

Din f(1) =0 deducemcaa+b+c=0,deunde C =3 ...ccccoveirrieiieiiiieece e 1p
Astfel, f(x)=a(x?—4x+3),a= 0. Observim ci yy =f(2) =—a, asadar aria triunghiului AVB este
egala cu |a| 5 PSP PR 1p
Cum parabola are ramurile in sus, rezulta caa > 0si atunci @ =1 ..ccccovvvveeriveiesie e 1p

4. Numim placd un triunghi dreptunghic, impreuna cu interiorul siu.
Daca n € N, n > 4, aratati ca interiorul oricarui patrulater convex poate fi acoperit complet cu n

pldaci care nu se supapun (au interioarele disjuncte).
Gabriel Popa

Solutie:

Observam intai cd interiorul oricdrui triunghi poate fi impartit in doua triunghiuri dreptunghice,
ducand inaltimea din varful unghiului cel mai mare (precautie necesara daca triunghiul initial este
OBTUZUNGINIC) .ottt bbbt ee bbbt e b et s e en et st enbe b 2p
Daca n=4, o diagonald mparte interiorul patrulaterului in doud triunghiuri, iar dupa procedeul de
mai sus obfinem 0 aCOPEIITe CU 4 PIACT ....oeuvirreriricieie e e 2p
Daca se poate acoperi patrulaterul folosind k placi, putem realiza o acoperire cu k+1 placi
impartind una dintre placi in doua cu ajutorul indltimii corespuzatoare IpOtENUZEI .........cccceeveneeee. 3p

MaST Networking, calitate in dezvoltarea competenlelor cheie de matematica, iinle [ tehnologii
I1J Céiléirali, 1) Cluj, I ki, 1) Sibiu, 1) Mehedinii

Al 4
RETMERKING 2




CONCURSUL NATIONAL DE MATEMATICA APLICATA
"ADOLF HAIMOVICI"
ETAPA NATIONALA - 20 aprilie 2011

Profil real, specializarea stiintele naturii

Clasa a X-a

1. Un grup de patru tineri se numeste frumos daca din grup face parte cel putin o fata. Stabiliti cate
grupuri frumoase se pot forma din echipa de dans sportiv a unui liceu, alcatuitd din Alina,
Bogdan, Cristina, Daniel, Elena, Florin, Gabriela si Horatiu.

Lucian Dragomir

Solutie:

n e(fhipa de dans sunt 4 fete si 4 baieti, deci un grup frumos poate avea in componenta sa una,
douad, trei sau patru fete si restul (pand la 4) BAICtL. .......ovvvvviiieiie i 2P
Existd C}-C} =16 grupuri de patru tineri care contin cate 0 fatd, .................ccccoeeeivneriinn.. Ip
C?.C% =36 grupuri de patru tineri care contin cate doud fete, ...................cceevvvueeriinerinnnn, Ip
C:-C! =16 grupuri de patru tineri care contin cate trei fete .................ccoeeivieiiiiiiiieeninn, Ip
i C;-CJ =1 grup format din Patru fEte. .........ovivveiiiiit i e e e, 1p
Numarul total de grupuri frumoase este 69. ..........cc.oiiiiiiiiii it e e e AP

2. in plan, consideraim multimea P a tuturor punctelor cu ambele coordonate intregi, precum si
multimea D a tuturor dreptelor care trec prin cel putin doud puncte din P .
a) Aratati ca prima bisectoare (dreapta de ecuatie y = X) apartine multimii D.
b) Aratati cd orice dreapta din multimea D contine cel putin 3 puncte din multimea P .
C) Aratati ca nu exista nicio dreapta oblica d in multimea D astfel incat A(L, J2012) ed.
loana-Catalina Anton

Solutie:
a) Cum punctele O(0, 0) si B(1, 1) se afld pe prima bisectoare si apartin si multimii 7, deducem ca
prima bisectoare apartine MUIIMIT D . ...coovveiiiiiiiiiee e e 2p

b) Fie de D; atunci existda M(X,,Y,) € dsiN(x,,y,) ed, cu X,,Y,,X,,Y, € Z. Se verifica imediat ca

simetricul punctului M fata de punctul N este punctul S(2X; —X,,2Y; = Vo) €. v, 2p

c) Fie de D; atunci exista M(X,,Y,) €dsiN(X,,y;) €d, cu X,,Y,,X,,¥; €Z. Deducem imediat ca
/i yo

panta dreptei d este m, ==—=——= € Q, iar ecuatia dreptei este Y=Y, =M (X =X;) . ccovevrrrrrrurre. 1p
X1 =Xo

Daca, prin reducere la absurd, A(L,+/2012)ed, atunci +2012-y,=m,(1-X,), de unde

V2012 =y, +my(1-X,) € Q, contradictie! ........ccovveeieiiireirieiiieecc e 2p

3. Smaranda alege atent un numir natural a, apoi Nicu alege la intAmplare un numir real strict
pozitiv x. Daca unul dintre numerele A =10-1log,(x?) sau B=log,(16x) este cel putin egal cu
a, atunci Nicu 1i va face Smarandei un cadou in valoare de 3% lei.

Ce numar trebuie sa aleaga Smaranda pentru a fi sigura ca va primi un cadou cat mai valoros?
Lucian Dragomir
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10-a
Din A>asau B >a, deducem x<2 2 sau x>2"".......... . 2p
Pentru a fi sigura ca va primi un cadou, Smaranda ar trebul sa aleaga un numar a astfel mcat
10-a
T Dot T U PSPPI ¢
Cum functia a > 3" este strict crescatoare, Smaranda ar trebui sa aleagd numarula = 6. ........... 1p

4. Fie u=2012""si v =2012""-2011" +2012" -2011*" +2-2011>",n € N.

a) Aratati ca existd valori ale lui n pentru care u<v.
b) Aratati ca existd valori ale lui n pentru care u>V.
Constantin Apostol si Gabriel Popa

Solutie:
Observam ca

u-v=2012""-2011°"-2011" - (2012*" +2012" - 2011" + 2011°")
=(2012" —2-2011")-(2012°" +2012" - 2011" + 2011*"),
unde a doua paranteza este strict pozitiva, indiferent de valoarea Iuin. ..................coviennnne, 2p

a) Pentrun =0 avem ci 2012° —2-2011° =-1<0, deci u<v. e 2P
b) Folosind binomul lui Newton, pentru prima paranteza are loc evaluarea

2012" -2-2011" = (2011+1)" —2-2011" =C!2011"" +...+ C" - 2011" > (n - 2011) 2011,
(Altfel, conform inegalitatii lui Bernoulli obtinem ca

! ]—2)22011“ e o) 2
11 2011

Pentru n suficient de mare (de exemplu, n =2012) avem ¢ U> V. ...ovvviieiiiiiniineninenineennan 1P

2012" -2-2011" = 2011" ((1+
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Clasaa Xl a

X2

1. Fief:[0,0) > R, f(x)=—.
X+1
a) Scrieti ecuatia dreptei d care este asimptota oblica la graficul functiei f.
b) Argumentati ca functia f este convexa.

c) Demonstrati ca aria suprafetei cuprinsa intre dreapta d, graficul functiei d, dreptele x =1

) . . a5
si x = 2 este mai mica decat T

Solutie:

Q) 02 Y T X m L i b R e h bbbt bt et n e nn et b e reas 2p

b) f"(x)= 3> 0, VX €[0,00) = FSte CONVEXA ..vvvovvnrrriiiiiissesiesieicii e 2p
(x+1)

. . . 1
c) Dreapta x = 1 intersecteaza pe d In A(l, 0) si graficul lui f in 8(1’5]' Dreapta x = 2

. R 4 .

intersecteaza graficul lui fin C(Z,gj sidreapta d in punctul D(2, 1) .cccooeeiieniieiieiieece e, Ip
: < L S

Aria cerutd este mai micd decat A agcp = Tg T e 2p

2. a) Aratati cd ecuatia x” — X = m are cel mult trei solutii reale, oricare ar fi m e R.

b) Fie a, b, ¢, d € R cu proprictatea ca a@—a=b -b=c-c=d°-d. Demonstrati ca determi-

1 1 1 1
a b c d

nantul 2 b2 2 g? este nul.
a® p® ¢ o

Antonia Ciocan

Solutie:

@) DEMONSLIATEA CETINEET +.eeuuvieeieeiieeitietie ettt ettt et ettt et et esbe e eabe et e e steesabeenneeenaee e 3p
b) Conform a), exista doud numere egale printre cele patru numere date ..........c.cccoeveieiiieninnnn 2p
Atunci determinantul dat are (macar) doua coloane egale, deci €Ste NUI ............ceovviieiiiiiinieenn, 2p

1 non
3. Pentru fiecare numar natural n se considerd matricea A(n)=|n 1 n|.
n n 1

a) Aratati ca nu exista niciun numar natural n pentru care matricea A(n) sa aiba rangul 2.
b) Se numeste pas urmitoarea modificare a elementelor unei matrice: fiecare element de pe
diagonala principald se mareste sau se micsoreaza cu 2, iar toate celelalte sase elemente se
maresC sau se micsoreaza cu 1. Stabiliti daca este posibil ca, plecand de la A(2), dupa 2012
astfel de pagi, determinantul matricei obtinute sa fie egal cu 2012.

Ovidiu Staniloiu §i Lucian Dragomir
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Profil real, specializarea stiintele naturii

Solutie:
) At A(N) = (2N +1)(L=N)? oottt ettt 1p
O conditie necesara (nu si suficientd) pentru ca rangul matricei sa fie egal cu 2 este det A(n) = 0;
cum n este numar natural, deducem N = 1. ..o 1p
Insa, in acest caz, rangul matricei este 1 si concluzia Se IMPUNE.........ccovevririimnieeine e, 1p
b) Elementele de pe diagonala principala vor fi mereu impare. .........cccoovvvinenennieeienee e 1p
Dupa un numar par de pasi, elementele care nu apartin diagonalei principale raman pare
........................................................................................................................................................... 1p
Determinantul matricei obtinute va fi astfel un numar impar, deci nu poate fi egal cu 2012
........................................................................................................................................................... 2p
4. O functie f:R > R, f(x)= ax® +bx +c, are reprezentarea

geometricd a graficului ca in figura alaturatd. Demonstrati ca:

a) 8a+2b+c>0

b) abc < 0.

Lucian Dragomir
O X
Solutie:
a) Lectura grafica arata ca f(2) >0, deCi 8a+2D+C >0 ovcviiiiiiiicece e 2p
D) M F(X) =400 =28 >0 oo bbbt 1p
X—>0

F(0) = > 0 ettt e bbb bbbt n e e 1p
Deoarece f are doua puncte de extrem distincte, ecuatia de gradul doi care da punctele critice,
§ax2 +b =0, are doud solutii reale distincte; deducem ca b <0 ...ccooiiiiiiiiici 2p
o0 (o3 [V T<I= o Yo O R 1p
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Profil real, specializarea stiintele naturii

Clasa a XlI-a

1. Fie multimea A = {LEU, TIGRU, URS, LUP, IEPURE}. Pe A definim o lege de compozitie
asociativa, notata ¢, descrisa mai jos:

v LEU TIGRU URS LUP IEPURE
LEU TIGRU URS LUP IEPURE LEU
TIGRU URS LUP IEPURE LEU TIGRU
URS LUP IEPURE LEU TIGRU URS
LUP IEPURE LEU TIGRU URS LUP
IEPURE LEU TIGRU URS LUP IEPURE

a) Cate legi de compozitie comutative se pot defini pe A ? Se afla 9 printre aceste legi?
b) Legea de compozitic 9 are element element neutru?
¢) Calculati LEU?*2 = LEU®LEU®..9LEU .

2012
d) Rezolvati ecuatia LEU9 x 9 TIGRU = IEPURE, unde necunoscuta este x € A .

Solutie:

a) Se pot defini 5> 1egi COMULALIVE ...........vveeeeeeeeeeeeeee e 1p
Legea 9 este comutativd, deoarece tabla operatiei este simetrica fata de diagonala principald .... Ip
b) IEPURE este elementul neutru pentru legea 9 (in tabla operatiei, linia si coloana acestui element
coincid cu linia, respectiv coloana de DOrAAre ...........coceiiiieiiie i 1p
c) Se observi cd LEU = IEPURE (leMENt NEULIU) ......veveviveeeeeeeiese e essesnessenins s seenenes 1p

LEU®'2 = | EU? = LEU®LEU = TIGRU
d) Compunem la stdnga cu LUP si la dreapta cu URS; obtinem unica solutie x = TIGRU

........................................................................................................................................................... 2p
2
2. Calculati jmax{ln (1+ xz);l} dx.
0
Solutie:
Fie f: R5R, f(x) = In(L + x°) — 1. Deoarece f'(x) = . 2X2 >0,Vx e[0,0), rezultd ca f este functie
+X
CTESCALOATE P [0, 00) 1ovieiiiiiiiiseeiesteestee st e ettt e e s e es e st e st e et e s e e sees e es e esae et eesee et nreene e e e e neen e eneenrens 1p
Deoarece f(0) =-1si f (\/e —1) =0, deducem ca
1, pentrux [0,\/e—1J

max{ln(1+x2),1}:

In (1+ xz), pentru x e [Jﬁ 2}
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2 Je-1 2

J'max{ln(1+x2),l}dx: I 1dx + I In(l+x2)dx: .................................................................. 1p
0 0 Je-1

=2In5 -4 + 2arctg2 + 2Je-1- 2arctg\/ﬁ ................................................................................ 3p

2 2
3. Se considera functiile f, :[0,1] - R, f, (X) —1+x" e x" +2n, unde ne N,n > 2. Notim CuU o,

aria subgraficului functiei fn.

a) Ardtati ¢ /o, = ,VneN\{0,1}.
n +Nn

b) Demonstrati ci 2012,2012 < /o, + /o +...+ /505 < 2013.

n +n+1

Lucian-Georges Ladunca

Solutie:
1 an Xn2+2n+1 !
a) cn_j(1+x Lixn +2rl)dx_ Xk St o || s 1p
0 n n“+2n+1
2
1 1 (n +n+1)
=l+—+ 5 = T T T P TP NP TR TSP 1p
n° (n+1) nz(n+1)
n +n+1 nZ+n+1
O T o E Rttt r R 1p
n(n+1)  n2+n
b) o, =1+ 1 =1+ ! :1+£—L ............................................................................ 2p
n%+n n(n+1) n n+l
1 1
Gy ++/03 +...+4/C =2013-=- L2003 e 1
\O2 \/73 2013 > 2014 p
1 1
Oy +4/02 +...+4/0 =2013—=———2012,2012 oo 1
402 t4/03 2013 > 2014 p

4. Fien e N, n>2sipolinomul f=X" —2an“1+(2n2 —4)X”‘2 +a,X"?+...+a, e C[X], avand
radacinile complexe X,,X,,..., X, .
a) Calculati (X, +X, +...+X,)" =n (xf +X5 +...+x§).

b) Aratati ca f are toate radacinile reale daca si numai daca n = 2,
Florin Stanescu

Solutie:
a) Folosind primele doua relatii Vieté, obtinem ca:
(X, 4%, +ot %, ) =0 (X +XG +...+ X2 ) = 4n? —n[4n2 ~2(2n? —4)] 1 3p

b) Daca toate radacinile sunt reale, folosind inegalitatea Cauchy-Schwarz rezulta ca
(X, +X, +.4X,) =N (xf +X5 +...+x§)£ 0. Tinand seama de punctul a), deducem ca n <2, prin

F] 00 T R TP TP PRSP TP TR PSPPI 2p
Reciproc, daci n = 2, atunci f = X*> —4X + 4, polinom care are ambele radicini reale. ................. 2p
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